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A note to start...

I have long been interested in understanding the role of counterexam-

ples and pathological objects in mathematical understanding. The work

I will present here is part of this larger project and is still very much work

in progress.
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Allyn Jackson wrote in a 2004 biographical essay (Notices, AMS) about

Grothendieck that “He had an extremely powerful, almost otherworldly

ability of abstraction that allowed him to see problems in a highly gen-

eral context, and he used this ability with exquisite precision”

and went on to say that

“the trend toward increased generality and abstraction, which can be

seen across the whole field since the middle of the 20th century, is due

in no small part to Grothendieck’s influence.”
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Letter dated 14/06/83 from Grothendieck to Ronnie Brown (Bangor):

Your idea of writing a “frantically speculative” article on
groupoids seems to me a very good one. It is the kind of thing
which has traditionally been lacking in mathematics since the
very beginnings, I feel, which is one big drawback in compari-
son to all other sciences, as far as I know. Of course, no cre-
ative mathematician can afford not to “speculate”, namely to
do more or less daring guesswork as an indispensable source
of inspiration. The trouble is that, in obedience to a stern tradi-
tion, almost nothing of this appears in writing, and preciously
little even in oral communication.
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De L’Analyse Fonctionnelle aux Fondements de la Géométrie Algébrique,

Jean Dieudonné in The Grothendieck Festschrift Vol. I

. . . il arriva à Nancy en Octobre 1949. A ce moment-là, Del-
sarte, Godement, Schwartz et moi-même y avions organisé
un Seminaire sur les espaces vectoriels topologiques, théorie
où nous travaillions tous dans diverses directions.
La théorie des espaces de Banach et de la dualité dans
ces espaces, alors déjà ancienne, était bien comprise vers
1950; mais par contre celle des espaces localement convexes
généraux ne faisait que debuter ; ceux qu’on connaissait le
mieux était de types très particuliers . . . Il convenait donc de
chercher s’il existait des proprietes générales qui rendraient
compte du comportement de ces espaces particuliers.
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Schwartz et moi-même avions commencé une telle étude pour
les espaces de Fréchet et leurs limites inductives ; mais nous
y avions rencontré toute une série de questions auxquelles
nous ne savions pas répondre. Nous avons donc proposé à
Grothendieck de les étudier, et le résultat dépassa rapidement
nos espérances. En moins d’un an, il avait résolu tous nos
problemes.
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Dieudonné et Schwartz

La dualité dans les espaces F et LF , 1949

Given a topological vector space E we know how to define various dif-

ferent topologies on its dual E 0, the weak topology and the strong topol-

ogy being the two most important ones.

The study of the relation between these topologies (when E is not a

normed space) is still underdeveloped and our aim in this text is to carry

out this study for F spaces and for a more general category of spaces

which we call LF spaces that can be considered as inductive limits of

F spaces.

C Martı́nez Adame (UNAM) Conjectures, Counterexamples, Grothendieck May 25, 2022 8 / 35



Grothendieck

Brief cronology 1950-1951

Grothendieck published 5 mémoires in the Comptes Rendus

• TVS

• Duality

• Compacity and pathologies (in LF spaces)

• TVS

• Tensor products
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Grothendieck
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Pathologies

In La dualité... Dieudonné and Schwartz introduce the following
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and add the following footnote:
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Grothendieck
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Grothendieck

1953-55

Doctoral dissertation:

Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

The president of the jury was Henri Cartan and the other members were

Schwartz, Dieudonné and Choquet.

1955: Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires is pub-

lished as a Memoir of the Amer. Mathem. Soc. (16).
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Grothendieck

Schwartz

Report:

Le travail présenté ici est très long, mais ne contient au-
cun “délayage”. Les théorèmes énoncés sont difficiles, et
nécessitent beaucoup d’ingéniosité. Beaucoup d’idées orig-
inales, une technique parfaite (chaque démonstration est
aussi courte que possible, et utilise exactement les méthodes
adéquates), une conception très claire et très ordonnée [. . . ]
Enfin, si l’auteur s’est jusqu’à présent confiné dans une
branche des mathématiques, il faut dire que la moisson
des résultats obtenus a justifié cette spécialisation, que M.
Grothendieck a par ailleurs une solide culture, et des capacités
qui lui permettront sûrement de trouver aussi dans d’autres do-
maines.
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Topological vector spaces, duality and weak topologies
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Grothendieck

Produits tensoriels topologigues et espaces nucléaires

Cap. 2, no 2, p. 47

Le th. 8 et ses corollaires 1 et 2 suggèrent la conjecture
suivante : Soient E et F deux espaces localement convexes
tels que l’application naturelle de E ˆ̂⌦F dans e(E 0

s,F 0
s) soit

un isomorphisme topologique ; est-ce que alors E ou F est
forcément nucléaire ? - Je ne connais pas de contre-exemple
même dans le cas le plus général, ni de démostration même si
E et F sont des espaces de Banach. Il est possible de montrer
que la réponse est affirmative si E et F sont tous deux isomor-
phes à des sous-espaces vectoriels topologiques du produit
d’une famille d’espaces de Hilbert. Signalons qu’on peut se
ramener facilement au cas où E et F sont des espaces (F).
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Tensor product
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 1, General theory of topological tensor

products

Proposition (1)

1. Soient E et F deux espaces vectoriels, ↵ (resp. �) une semi-norme
sur E (resp. F). Alors il existe sur le produit tensoriel E ⌦ F une
semi-norme et une seule � ayant la propriété suivante : Pour tout
espace vectoriel G muni d’une semi-norme ⇢, l’isomorphisme
canonique A ! Ã entre l’espace des applications bilinéaires de E ⇥ F
dans G et l’espace des applications linéaires de E ⌦ F dans G, induit
un isomorphisme entre l’espace semi-normé B(E ,F ;G) des
applications bilinéaires bornées (au sens des seminormes ↵, �, ⇢) et
l’espace semi-normé L(E ⌦ F ,G) des applications linéaires bornées
(pour les semi-normes �, ⇢).
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 1, General theory of topological tensor

products

Definition (1)

La semi-norme � définie dans la prop. 1 est appelée produit tensoriel
des semi-normes ↵ et �. Si E et F sont deux espaces normés, leur
produit tensoriel E ⌦ F muni de la norme produit tensoriel des normes
de E et de F est appelé produit tensoriel normé de E et de F, son
complété est appelé produit tensoriel normé complété (ou simplement
produit tensoriel complété) des espaces normés E et F , et noté E⌦̂F.
Sa norme est notée u ! ||u||1.
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 1, General theory of topological tensor

products

Proposition (2)

Soient E et F deux espaces localement convexes.
1. Il existe sur E ⌦ F une topologie localement convexe T et une seule
ayant la propriété suivante : Quel que soit l’espace localement
convexe G, l’isomorphisme canonique entre l’espace des applications
bilinéaires de E ⇥ F dans G et l’espace des applications linéaires de
E ⌦ F dans G induit un isomorphisme entre l’espace B(E ,F ;G) des
applications bilinéaires continues et l’espace L(E ⌦ F ,G) des
applications linéaires continues.
En particulier, le dual de E ⌦ F pour T s’identifie à l’espace B(E ,F )
des formes bilinéaires continues sur E ⇥ F.
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 1, General theory of topological tensor

products

Definition (2)

La topologie T sur E ⌦ F définie dans la prop. 2 est appelé produit
tensoriel projectif des topologies localemente convexes données sur E
et F , et muni de cette topologie, E ⌦ F prend le nom de produit
tensoriel topologique projectif de E et F (ou simplement produit
tensoriel topologique si aucune confusion n’est à craindre). Son
complété est appelé produit tensoriel topologique (projectif) complété
de E et F , et noté E⌦̂F.
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 1, General theory of topological tensor

products
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 1, General theory of topological tensor

products

Definition (5)

Soient E, F deux espaces localement convexes. On désigne par E ˆ̂⌦F
l’espace complété de E ⌦ F par la topologie induite par e(E 0

s,F 0
s). Si

E et F sont des espaces de Banach, E ˆ̂⌦F sera muni de la norme
induite para B(E 0,F 0) (notée ||u|| suivant l’usage).
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

e(E 0
s,F 0

s)

p. 89
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Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires

Chapter 2, Theory of nuclear spaces

Definition (4)

Un espace localement convexe séparé est dit nucléaire, si quel que
soit l’espace localement convexe séparé F , l’application linéaire
naturelle de E ⌦ F dans e(E 0

s,F 0
s) est un isomorphisme topologique

du premier espace dans le second.
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Grothendieck

Produits tensoriels topologigues et espaces nucléaires

Cap. 2, no 2, p. 47

Le th. 8 et ses corollaires 1 et 2 suggèrent la conjecture
suivante : Soient E et F deux espaces localement convexes
tels que l’application naturelle de E ˆ̂⌦F dans e(E 0

s,F 0
s) soit

un isomorphisme topologique ; est-ce que alors E ou F est
forcément nucléaire ? - Je ne connais pas de contre-exemple
même dans le cas le plus général, ni de démostration même si
E et F sont des espaces de Banach. Il est possible de montrer
que la réponse est affirmative si E et F sont tous deux isomor-
phes à des sous-espaces vectoriels topologiques du produit
d’une famille d’espaces de Hilbert. Signalons qu’on peut se
ramener facilement au cas où E et F sont des espaces (F).
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Counterexamples, 1983
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Counterexamples, 1983
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Counterexamples, 1983

John

John shows that there exist two hilbertisable non nuclear Fréchet spaces

X and Y , with bases such that X ⌦⇡ Y = X ⌦" Y .
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Counterexamples, 1983

Pisier

Pisier shows an infinite dimensional separable Banach space X such

that X ⌦̂X = X ⌦̌X , both algebraically and topologically.

He states that

In the last ten years, under the impulse of [Lindenstrauss &
Pelczynski], several significance steps were taken towards the
solution of Grothendieck’s conjecture...
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Lindenstrauss & Pelczynski

C Martı́nez Adame (UNAM) Conjectures, Counterexamples, Grothendieck May 25, 2022 33 / 35



A few final comments
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